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INTISARI 
 
Persamaan diferensial (PD) Bernoulli merupakan salah satu bentuk dari persamaan diferensial biasa 
(PDB) orde satu. PD ini dapat diselesaikan secara analitik dan numerik. Penelitian ini bertujuan untuk 
menyelesaikan PD Bernoulli menggunakan metode Runge Kutta orde kelima dan menganalisis 
perbandingan hasil penyelesaian numerik terhadap hasil penyelesaian analitik. Metode Runge Kutta orde 
kelima yang digunakan yaitu metode Runge Kutta Butcher dan metode Runge Kutta Fehlberg. 
Penyelesaian numerik PD Bernoulli menggunakan metode Runge Kutta orde kelima dimulai dengan 
penentuan nilai awal x0 dan y0, serta nilai langkah Δx. Pada kasus PD Bernoulli tak linear, PD tersebut  
dilinearisasi menggunakan transformasi Bernoulli sehingga diperoleh PD Bernoulli linear. Dari PD 
Bernoulli linear, dibentuk fungsi f(xi,yi), yang dilanjutkan dengan menghitung nilai evaluasi fungsi kj 
dengan j=1,2,...,6 dan nilai hampiran yi+1. Hasil penyelesaian numerik yang diperoleh selanjutnya 
dibandingkan dengan hasil penyelesaian analitik dengan mencari nilai galat dari kedua metode untuk 
mengetahui keakuratan nilai hampirannya. Perbandingan dari hasil penyelesaian numerik yang 
diperoleh menunjukkan bahwa metode Runge Kutta Butcher menghasilkan nilai hampiran yang lebih 
akurat daripada metode Runge Kutta Fehlberg. 
 
Kata Kunci: Runge Kutta Orde Kelima, PD Bernoulli, PD Linear, PD Tak Linear 
 
PENDAHULUAN 
Persamaan diferensial (PD) Bernoulli adalah salah satu bentuk dari persamaan diferensial biasa 
(PDB) orde satu yang memiliki bentuk umum [1]: 
  
  
                  
dengan     merupakan suatu fungsi dari   atau konstanta, dan   adalah bilangan real. PD Bernoulli 
dapat diselesaikan secara analitik dan numerik. Metode numerik adalah metode yang berlaku secara 
umum yang dapat menyelesaikan permasalahan matematika yang rumit dan sederhana [2]. 
Penyelesaian PD Bernoulli menggunakan metode numerik menghasilkan suatu nilai penyelesaian yang 
mendekati nilai penyelesaian analitik dan jarang menghasilkan nilai penyelesaian yang eksak, 
sehingga nilai penyelesaian yang diperoleh disebut dengan nilai hampiran [3]. 
Salah satu metode numerik yang digunakan untuk menyelesaikan PDB orde satu adalah metode 
numerik satu langkah yang terdiri dari metode Euler, metode Heun, dan metode Runge Kutta [4]. 
Metode satu langkah yang digunakan pada penelitian ini adalah metode Runge Kutta Butcher dan 
metode Runge Kutta Fehlberg. Metode Runge Kutta Butcher dan metode Runge Kutta Fehlberg 
merupakan metode Runge Kutta orde kelima yang memiliki enam evaluasi fungsi dan menghasilkan 
nilai hampiran yang mendekati nilai penyelesaian analitik [5]. 
Penelitian ini bertujuan untuk menyelesaikan PD Bernoulli menggunakan metode Runge Kutta 
orde kelima dan menganalisis perbandingan hasil penyelesaian numerik terhadap hasil penyelesaian 
analitik. Masalah yang dibahas pada penelitian ini dibatasi pada penyelesaian numerik PD Bernoulli 
menggunakan metode Runge Kutta orde kelima yaitu metode Runge Kutta Butcher dan metode Runge 
Kutta Fehlberg dengan nilai langkah sebesar         ;        ; dan       . PD Bernoulli 
yang diselesaikan adalah PD yang dapat diselesaikan secara analitik. 
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 Metodologi pada penelitian ini diawali dengan diberikan PD Bernoulli yang syarat nilai awal    
dan    serta nilai langkah   -nya telah diketahui. Apabila PD Bernoulli yang diselesaikan merupakan 
PD tak linear, PD tersebut dilinearisasi dengan transformasi Bernoulli agar diperoleh PD Bernoulli 
linear. Penyelesaian PD Bernoulli menggunakan metode Runge Kutta orde kelima dilakukan dengan 
membentuk fungsi          dari PD Bernoulli linear, yang dilanjutkan dengan menghitung nilai 
evaluasi fungsi    dengan          , dan nilai hampiran     . Hasil penyelesaian numerik yang 
diperoleh kemudian dibandingkan dengan hasil penyelesaian analitik dengan mencari nilai galat dari 
metode Runge Kutta orde kelima untuk mengetahui keakuratan nilai hampiran yang diperoleh. 
PD Bernoulli merupakan PDB orde satu yang dapat berbentuk PD linear atau tak linear. Menurut 
[6], jika     atau    , maka persamaan (1) merupakan PD Bernoulli linear. Sedangkan jika 
    atau    , maka persamaan (1) merupakan PD Bernoulli tak linear. 
Pada kasus PD Bernoulli linear, persamaan (1) dapat langsung diselesaikan secara analitik dan 
numerik. Namun pada penyelesaian kasus PD Bernoulli tak linear, persamaan (1) dilinearisasi 
menggunakan transformasi Bernoulli agar diperoleh PD Bernoulli linear, dengan langkah-langkah 
linearisasi sebagai berikut [1]: 
1) Membagi variabel terikat   dengan                  pada persamaan (1), sehingga diperoleh: 
 
  
  
  
                   
2) Memisalkan      menjadi suatu variabel baru, misal variabel  , sehingga: 
           
3) Mencari diferensial dari   terhadap   dari persamaan (3) sebagai berikut: 
  
  
         
  
  
   
 
   
  
  
 
 
  
  
  
     
4) Mensubtitusikan persamaan (3) dan (4) ke dalam persamaan (2) sehingga diperoleh PD Bernoulli 
linear sebagai berikut: 
  
  
                          
 
METODE RUNGE KUTTA ORDE KELIMA 
Metode Runge Kutta merupakan metode numerik satu langkah yang digunakan untuk 
menyelesaikan PDB orde satu. Metode Runge Kutta adalah alternatif lain dari metode Deret Taylor 
yang tidak memerlukan perhitungan turunan. Semakin tinggi orde yang digunakan pada metode Deret 
Taylor, maka semakin tinggi turunan fungsi yang harus dihitung. Berbeda dengan metode Deret 
Taylor yang memerlukan perhitungan turunan       , metode Runge Kutta mengevaluasi fungsi 
       pada titik terpilih dalam setiap ukuran langkah   . Metode Runge Kutta memiliki beberapa 
orde, salah satunya adalah metode Runge Kutta orde kelima. Menurut [5], metode Runge Kutta orde 
kelima merupakan metode Runge Kutta yang memiliki enam evaluasi fungsi dan dapat mencapai 
ketelitian yang akurat dengan menghasilkan nilai hampiran yang mendekati nilai penyelesaian analitik. 
Rumus umum metode Runge Kutta orde kelima sebagai berikut [2]: 
        ∑    
 
   
     
dengan          ;    adalah konstanta dan    merupakan evaluasi fungsi yang diperoleh dari: 
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   adalah suatu ukuran langkah yang dinyatakan dengan           , sedangkan    dan     
adalah konstanta dengan    ∑    
 
                dan      . Metode Runge Kutta orde 
kelima ini terdiri dari metode Runge Kutta Butcher dan metode Runge Kutta Fehlberg. 
 
a) Metode Runge Kutta Butcher 
Metode Runge Kutta Butcher pertama kali diperkenalkan oleh Butcher pada tahun 1964. Rumus 
umum metode Runge Kutta Butcher sebagai berikut [5]:  
        
 
  
                             
dengan:   
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b) Metode Runge Kutta Fehlberg 
Metode Runge Kutta Fehlberg pertama kali diperkenalkan oleh E. Fehlberg pada tahun 1970. 
Rumus umum metode Runge Kutta Fehlberg sebagai berikut [4]: 
        
  
   
   
    
     
   
     
     
   
 
  
   
 
  
        
dengan: 
               
     
       (   
 
 
      
 
 
  ) 
       (   
 
 
      
 
  
   
 
  
  ) 
       (   
  
  
      
    
    
   
    
    
   
    
    
  ) 
       (         
   
   
       
    
   
   
   
    
  ) 
       (   
 
 
      
 
  
       
    
    
   
    
    
   
  
  
  ) 
 
PENYELESAIAN PD BERNOULLI MENGGUNAKAN METODE RUNGE KUTTA ORDE 
KELIMA 
Dimisalkan diberikan PD Bernoulli seperti yang ditunjukkan pada persamaan (1): 
  
  
              
dengan     atau    , syarat awal    dan   , serta nilai langkah    yang diberikan. Persamaan (1) 
selanjutnya diselesaikan dengan metode Runge Kutta orde kelima yaitu metode Runge Kutta Butcher 
dan metode Runge Kutta Fehlberg dengan langkah-langkah penyelesaian sebagai berikut: 
i) Linearisasi menggunakan Transformasi Bernoulli. 
Persamaan (1) dilinearisasi menggunakan transformasi Bernoulli sehingga diperoleh PD 
Bernoulli linear seperti yang ditunjukkan pada persamaan (5) sebagai berikut: 
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ii) Membentuk fungsi         , dengan            . 
Karena           
   
   
, maka dari persamaan (5) dapat dibentuk fungsi sebagai berikut [5]: 
                            (               )      
 
iii) Mencari nilai    dengan           pada metode Runge Kutta Butcher dan metode Runge Kutta 
Fehlberg untuk setiap   dan nilai langkah   . 
a. Nilai    dengan           pada metode Runge Kutta Butcher. 
Dengan mensubstitusikan persamaan (12) ke dalam sistem persamaan (9), diperoleh nilai    
metode Runge Kutta Butcher sebagai berikut: 
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b. Nilai    dengan           pada metode Runge Kutta Fehlberg. 
Dengan mensubstitusikan persamaan (12) ke dalam sistem persamaan (11), diperoleh nilai    
metode Runge Kutta Fehlberg sebagai berikut: 
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iv) Mencari nilai hampiran      pada metode Runge Kutta Butcher dan metode Runge Kutta 
Fehlberg untuk setiap   sampai dengan titik   yang diberikan untuk setiap nilai langkah   . 
a. Nilai hampiran      pada metode Runge Kutta Butcher. 
Dengan mensubstitusikan nilai    metode Runge Kutta Butcher ke dalam persamaan (8), 
diperoleh nilai      metode Runge Kutta Butcher. Dari nilai     , diperoleh nilai hampiran 
     metode Runge Kutta Butcher dengan            
 
    sebagai berikut: 
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b. Nilai hampiran      pada metode Runge Kutta Fehlberg. 
Dengan mensubstitusikan nilai    metode Runge Kutta Fehlberg ke dalam persamaan (10), 
diperoleh nilai      metode Runge Kutta Fehlberg. Dari nilai     , diperoleh nilai hampiran 
     metode Runge Kutta Fehlberg dengan            
 
    sebagai berikut:: 
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PERBANDINGAN HASIL PENYELESAIAN NUMERIK PD BERNOULLI TERHADAP 
HASIL PENYELESAIAN ANALITIK 
Diberikan PD Bernoulli: 
  
  
 
 
 
 
 
 
          
dengan syarat awal      dan     , serta diambil ukuran langkah sebesar                    
dan        pada titik      . Tentukanlah penyelesaian numerik PD tersebut menggunakan 
metode Runge Kutta orde kelima. Kemudian bandingkan hasil penyelesaian numeriknya terhadap 
hasil penyelesaian analitik. 
Penyelesaian: 
A. Penyelesaian Numerik Menggunakan Metode Runge Kutta Orde Kelima 
Langkah-langkah penyelesaian numerik persamaan (13) menggunakan metode Runge Kutta 
orde kelima sebagai berikut: 
i) Linearisasi menggunakan Transformasi Bernoulli. 
Persamaan (13) merupakan PD Bernoulli tak linear karena    . Persamaan (13) 
selanjutnya dilinearisasi menggunakan transformasi Bernoulli sehingga diperoleh PD 
Bernoulli linear sebagai berikut: 
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ii) Membentuk fungsi         , dengan            . 
Karena          
   
   
, maka dari persamaan (14) dapat dibentuk fungsi sebagai berikut [5]: 
         
  
  
 
 
 
  
       
 
iii) Mencari nilai    dengan           pada metode Runge Kutta Butcher dan metode Runge 
Kutta Fehlberg untuk setiap   dan nilai langkah   . 
a. Nilai    dengan           pada metode Runge Kutta Butcher. 
Dengan mensubstitusikan persamaan (15) ke dalam sistem persamaan (9), diperoleh nilai 
   metode Runge Kutta Butcher yang hasilnya terlihat pada Tabel 1. 
 
Tabel 1 Nilai    PD Bernoulli Menggunakan Metode Runge Kutta Butcher 
 
   
                        
                                          
   -0,02440476 -0,02585126 -0,02733393 -0,02885320 -0,04880952 -0,05466786 -0,09761905 
   -0,02476246 -0,02621796 -0,02770973 -0,02923821 -0,05024259 -0,05617335 -0,10336949 
   -0,02476302 -0,02621852 -0,02771030 -0,02923879 -0,05024704 -0,05617792 -0,10340499 
   -0,02512352 -0,02658805 -0,02808896 -0,02962670 -0,05170255 -0,05770642 -0,10933599 
   -0,02548627 -0,02695985 -0,02846993 -0,03001694 -0,05317610 -0,05925340 -0,11541280 
   -0,02585126 -0,02733393 -0,02885320 -0,03040952 -0,05466785 -0,06081904 -0,12163795 
 
b. Nilai    dengan           pada metode Runge Kutta Fehlberg. 
Dengan mensubstitusikan persamaan (15) ke dalam sistem persamaan (11), diperoleh nilai 
   metode Runge Kutta Fehlberg yang hasilnya terlihat pada Tabel 2. 
 
Tabel 2 Nilai    PD Bernoulli Menggunakan Metode Runge Kutta Fehlberg 
 
   
                        
                                          
   -0,02440476 -0,02585126 -0,02733393 -0,02885320 -0,04880952 -0,05466786 -0,09761905 
   -0,02476246 -0,02621796 -0,02770973 -0,02923821 -0,05024259 -0,05617335 -0,10336949 
   -0,02494299 -0,02640300 -0,02789934 -0,02943245 -0,05097250 -0,05693982 -0,10635170 
   -0,02573874 -0,02721861 -0,02873505 -0,03028850 -0,05420726 -0,06033567 -0,11971217 
   -0,02585132 -0,02733398 -0,02885325 -0,03040958 -0,05466871 -0,06081991 -0,12165128 
   -0,02512351 -0,02658803 -0,02808895 -0,02962669 -0,05170231 -0,05770618 -0,10933224 
 
iv) Mencari nilai hampiran      pada metode Runge Kutta Butcher dan metode Runge Kutta 
Fehlberg untuk setiap   sampai dengan titik   yang diberikan untuk setiap nilai langkah   . 
a. Nilai hampiran      pada metode Runge Kutta Butcher. 
Dengan mensubstitusikan nilai    metode Runge Kutta Butcher ke dalam persamaan (8), 
diperoleh nilai      metode Runge Kutta Butcher yang hasilnya terlihat pada Tabel 3. 
 
Tabel 3 Nilai      PD Bernoulli Menggunakan Metode Runge Kutta Butcher 
 
 
                        
                                    
0 2,025 0,30820831 
 
- - 
 
- - 
1 2,05 0,28161875 0 2,05 0,28161875 
 
- - 
2 2,075 0,25352826 
 
- - 
 
- - 
3 2,1 0,22390000 1 2,1 0,22390000 0 2,1 0,22390000 
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Dari nilai      yang diperoleh, kemudian dicari nilai hampiran      metode Runge Kutta 
Butcher dengan            
 
    yang hasilnya terlihat pada Tabel 4. 
 
Tabel 4 Nilai Hampiran      PD Bernoulli Menggunakan Metode Runge Kutta Butcher 
 
                        
                                    
0 2,025 3,24455880 - - - - - - 
1 2,05 3,55089993 0 2,05 3,55089993 - - - 
2 2,075 3,94433354 - - - - - - 
3 2,1 4,46627959 1 2,1 4,46627959 0 2,1 4,46627959 
 
 
Tabel 4 menunjukkan nilai hampiran yang diperoleh metode Runge Kutta Butcher. Pada 
titik      , untuk nilai langkah         ,        , dan       , nilai hampiran 
yang diperoleh adalah              . 
 
b. Nilai hampiran      pada metode Runge Kutta Fehlberg. 
Dengan mensubstitusikan nilai    metode Runge Kutta Fehlberg ke dalam persamaan (10), 
diperoleh nilai      metode Runge Kutta Fehlberg yang hasilnya terlihat pada Tabel 5. 
 
Tabel 5 Nilai      PD Bernoulli Menggunakan Metode Runge Kutta Fehlberg 
 
                        
                                    
0 2,025 0,30820831 - - - - - - 
1 2,05 0,28161875 0 2,05 0,28161875 - - - 
2 2,075 0,25352826 - - - - - - 
3 2,1 0,22390000 1 2,1 0,22390000 0 2,1 0,22390000 
 
Dari nilai      yang diperoleh, kemudian dicari nilai hampiran      metode Runge Kutta 
Fehlberg dengan            
 
    yang hasilnya terlihat pada Tabel 6. 
 
Tabel 6 Nilai Hampiran      PD Bernoulli Menggunakan Metode Runge Kutta Fehlberg 
 
                        
                                    
0 2,025 3,24455880 - - - - - - 
1 2,05 3,55089993 0 2,05 3,55089993 - - - 
2 2,075 3,94433354 - - - - - - 
3 2,1 4,46627959 1 2,1 4,46627959 0 2,1 4,46627957 
 
 
Tabel 6 menunjukkan nilai hampiran yang diperoleh metode Runge Kutta Fehlberg. Pada 
titik      , untuk nilai langkah          dan         nilai hampiran yang 
diperoleh adalah             , sedangkan untuk nilai langkah       , nilai 
hampiran yang diperoleh adalah             . 
 
B. Penyelesaian Analitik 
Penyelesaian umum untuk persamaan (13) adalah   
 
  
 
  
  
. Kemudian dengan syarat awal 
     dan     , diperoleh   
  
   
 
  
  
. Pada titik      , diperoleh nilai penyelesaian 
analitik             . 
 
  Hasil penyelesaian numerik persamaan (13) menggunakan metode Runge Kutta orde kelima 
kemudian dibandingkan dengan hasil penyelesaian analitik untuk mengetahui keakuratan nilai 
hampiran yang diperoleh, seperti yang terlihat pada Tabel 7. 
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Tabel 7 Perbandingan Hasil Penyelesaian Numerik PD Bernoulli Menggunakan 
Metode Runge Kutta Orde Kelima Terhadap Hasil Penyelesaian Analitik 
 
Penyelesaian 
Analitik 
   
Hampiran 
RK Butcher 
Galat RK Butcher = 
Penyelesaian 
Analitik – Hampiran 
RK Butcher 
Hampiran 
RK 
Fehlberg 
Galat RK Fehlberg = 
Penyelesaian 
Analitik – Hampiran 
RK Fehlberg 
4,46627959 
0,025 4,46627959 0,00000000 4,46627959 0,00000000 
0,05 4,46627959 0,00000000 4,46627959 0,00000000 
0,1 4,46627959 0,00000000 4,46627957 0,00000002 
 
Berdasarkan Tabel 7, pada titik       , terlihat dengan menggunakan metode Runge Kutta 
Butcher, untuk setiap nilai langkah   , galat yang dihasilkan adalah nol atau nilai hampiran yang 
dihasilkan mendekati nilai analitik. Tabel 7 juga menunjukkan bahwa pada nilai langkah          
dan        , galat yang dihasilkan metode Runge Kutta Fehlberg adalah nol atau nilai hampiran 
yang dihasilkan mendekati nilai analitik. Sedangkan pada nilai langkah       , galat yang 
dihasilkan metode Runge Kutta Fehlberg adalah 0,00000002. 
 
PENUTUP  
Berdasarkan hasil penyelesaian numerik PD Bernoulli menggunakan metode Runge Kutta orde 
kelima dapat disimpulkan: 
1. Pada penyelesaian numerik PD Bernoulli dengan menggunakan metode Runge Kutta Butcher dan 
metode Runge Kutta Fehlberg, nilai langkah          dan         menghasilkan nilai 
hampiran yang paling mendekati nilai analitik. 
2. Berdasarkan hasil penyelesaian numerik PD Bernoulli, galat yang dihasilkan menggunakan metode 
Runge Kutta Butcher lebih kecil dibandingkan menggunakan metode Runge Kutta Fehlberg, 
sehingga metode Runge Kutta Butcher menghasilkan nilai hampiran yang lebih akurat daripada 
metode Runge Kutta Fehlberg. 
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